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� � 摘 � 要: � 本文讨论了用经典场论和算子理论求解重入型谐振腔的格林函数问题. 首先讨论了经典场论中用 H�

的格林函数进行场匹配的方法,推导和讨论了H�的格林函数方程组、边界条件和格林函数的求解方法.这一方法只能

用于回旋对称模式.为了解决耦合腔的问题需要高次模的格林函数, 本文用算子理论求解了高次模的格林函数. 这一

格林函数对于零模与经典场论完全一致.本文也给出了高次模的格林函数、边界匹配方法和本征值的数值计算. 这些

工作为非轴对称耦合腔系统的分析和计算准备了必要的条件.
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Abstract: � The problems on solving resonant frequency of an entrant cavity by classical electromagnetic theory and operator the�

ory are discussed. The classical method for boundary field matching by Green� s function of H� is discussed firstly. The equation set for
Green� s function, the boundary conditions and method for solving Green� s function are all given. This method can be only used for ze�

ro order mode. For higher order modes operator theory is used. The Green� s functions of higher order modes, the method for boundary
field matching and the calculation for eigenvalues of higher order modes are given. It is an essential condition for solving the problems

of axially unsymmetrical coupled cavities system.
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1 � 引言

� � 用格林函数求解复合系统的谐振腔问题曾引起过广泛的

讨论[ 1~ 4] . 由于考虑到解的完备性,经典场论中电磁场的并矢

格林函数表示形式十分复杂,限制了它的实际应用. 因而在这

些文献中所用的都是标量格林函数 ,即只是考虑对回旋对称

系统的最低模式的特殊情况.在经典场论中更常用的是通过

本征函数展开来匹配耦合边界上的 阻抗!, 并以此来求复合
系统的本征值[ 5] .尽管这一方法也能得到与格林函数方法同

样的结果,但是在理论上缺乏严格性. 电磁场算子理论把并矢

格林函数化为两个标量格林函数进行运算[ 6~ 8] , 从而解决了

经典场论中并矢格林函数的复杂形式和 奇异项!在实际应用
中造成的困难,采用这种标量化的并矢格林函数形式可以解

决含有TE 和TM耦合的复杂电磁系统的边值问题[7~ 10] ,从而

为解决存在孪生模系统的本征值问题的解析方法创造了条

件,对于直角坐标下具有孪生模的三维系统本征值问题以解

析为基础的求解方法也已经基本解决. 圆柱坐标下这类复合

系统的本征值问题在大功率微波器件和电路中有广泛的应用

价值, 解决圆柱坐标系统下复合结构的本征值问题, 就可以用

解析方法解决诸如谐振腔和环杆型的慢波结构的电路特性.

从对于回旋对称重入式谐振腔最低模式的解析方法[ 1~ 4]中可

以看到, 这种方法在理论上是精确解,计算量少而且达到了很

高的精度. 但是在对圆柱系统的三维复合结构, 即具有非轴对

称模式, 或对称问题的高次模的计算时却遇到了一些困难. 本

文的目的就是讨论经典场论中求解重入型谐振腔所存在的问

题, 以及电磁场算子理论怎样解决这个问题, 从而为解决三维

系统的问题打下基础.

2 � 经典场论中关于格林函数和场匹配的基本方法
及存在问题

� � 我们讨论如图 1 所示的重入式谐振腔系统. 为了对这一

结构进行分析, 可以把它看成由 II

区的高圆环和 I区的扁圆柱这样两

个圆柱坐标下的规则系统所组成

的, 通过共同边界 S I 耦合在一起的

复合系统. 文献[ 1]是一种对于窄隙

缝近似下结果, 那里假定了除基模
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外所有高次模式在 r 方向的场都是虚宗量贝塞尔函数, 这样

可以减少由于场匹配不严格性所产生的误差. 文中对于场的

匹配是近似的,计算结果频率的相对误差仍有 1% 左右. 文献

[ 2]不再作窄隙缝的假定,这是由于该文中找到了一种新的边

界场匹配方法,在任意隙缝下的误差也已经远小于 1% , 这一

误差不仅有计算上的原因,可能也有测量上的原因. 但是这两

篇文献中只给出了格林函数的形式而没有说明这一格林函数

是怎样得到的.文献[ 3]所用的方法与上两篇文献一致, 不仅

应用到了双重入腔内部而且还有处于截止状态的无限长漂移

管更复杂的情况,不但给出了格林函数的表达式, 还给出了求

解这一格林函数所用的方程,计算结果与实验相比有极高的

精度.本文主要讨论文献[ 3]的工作, 为了简化起见, 只考虑单

重入腔的情况.首先在经典场论一般只能考虑基模TM010,因

此腔内的场只存在 E z 和H�且各个场分量都与�无关.

假定在匹配边界上存在切向电场 E z ,各个区域中由匹配

边界上的切向电场所激发的H �可以由下面的积分式来表示:

H I
�( r , z )= i� 0∀

g

0
E zG

I
H ( r , z , a, z#) dz# (1)

H II
�( r , z ) = i� 0∀

g

0
EzG

II
H ( r , z , a, z#) dz# (2)

而格林函数满足:

在区域 v 内, � !
2
G

!r 2
+
1
r
!G
!r
-
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+
!
2
G

!z 2
+ k
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在边界 Sd 上, �

1
r
! ( rG )
!r = 0

!G
!z
= 0

(3)

这里 G 可以用来表示G I 和 G II, 只要把域 v 和完纯导体边界

Sd 分别选为 I 区和 II 区的域和包括匹配边界 SI 的完整边界,

因为只有对于完纯导体边界的规则系统才有可能求解其格林

函数.在文献[ 2]中指出了这一格林函数是圆柱坐标系统中二

维标量亥姆霍兹算子的格林函数, 但没有给出求解格林函数

所用的方程,文献[ 3]中才给出了这个方程组.为了使每个区

域中的场与腔体相应部分的场一致 ,必须假定在公共边界上

有虚设的面磁流密度,所谓面磁流密度是由切向电场不连续

所引起的,所以用格林函数 G 表示的是H�的格林函数. 对于

边界条件的说明,通常电磁场理论的著作中只给出磁场的法

向场边界条件: n̂∃H= 0即 H n= 0. 由于腔内只存在 H�, 在边

界上只存在切向磁场,它的边界条件必须从电场的边界条件

n̂ % E= 0出发, 再用磁场来表示电场才能得到:

n̂ % � % H = n̂ � % H �̂̂�= n̂ % r̂
!H�

!z
- ẑ

1
r

!( rH�)

!r
= 0 (4)

G 应满足H�同样的边界条件, 因而对于端面 n̂ = ẑ , 式( 4)的

第二项自动为零,而对于柱面 n̂= r̂ ,第一项自动为零, 这样就

得到式(3)中的两个边界条件.在两个区域可以把格林函数分

别表示为:

G I( r , z , r#, z#) = - &
∋
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g
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g
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h
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h
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(5)

G I和 G II分别为 I 区和 II 区的二维的格林函数, �方向为零

模, 场与 �无关. G I
m( r , r#)和 G II

m( r , r#)为 z 方向为 m 次模式

时 r 方向的格林函数,方程和边界条件为:

在域 v 内, � ! 2G
!r 2

+
1
r
!G
!r
-

G

r 2
+ k 2G= - ∀( r- r#)

在边界 Sd 内, � 1
r
! ( rG)
!r

= G#+ G
r
= 0

(6)

该方程的解为一阶贝塞尔方程的格林函数, 其边界条件比较

特殊. 但是可以用拉格朗日方法来进行求解, 只是在应用边界

条件时要稍作些变化, 下面给出用特解表示的格林函数的一

般形式, 这里现考虑 II区, 即内外半径分别为 a 和 b:

G( r , r#) =
C1J 1( kr )+ C2N 1( kr ) , a ( r ( r# ( b

C3J 1( kr )+ C4N 1( kr ) , a ( r# ( r ( b
(7)

对式(7)求导在加上式( 7)除以 r , 并利用贝塞尔函数的递推

公式 J#1+
J 1

r
= J0和 N#1+

N 1

r
= N 0得到:

G#( r , r#) +
G ( r , r#)

r
=

C1J 0( kr ) + C2N 0( kr ) , a ( r ( r# ( b

C3J 0( kr ) + C4N 0( kr ) , a ( r# ( r ( b

(8)

代入边界条件得:

C1

C2
= -

N 0( ka)

J 0( ka)
和

C3

C4
= -

N 0( kb )

J 0( kb)
(9)

有了这一关系, 四个待定常数减少为两个, 利用源上格林函数

连续和源上格林函数导数的跃度可以求出另外两个待定常

数, 并加入 z 方向的模数和 II区标记, 得到:

G
II
m( a, a)=

J 1( km2a)N 0( km2b) - J 0( km2b )N 1( km2a)

km2[ J 0( km2a)N 0( km2b )- J 0 ( km2b )N 1( km2a) ]
,

k>
m#
h

I 1( km2a)K 0( km2 b) + I 0( km2b) K1 ( km2a)

km2[ I 0( km2a)K 0( km2b) - I 0( km2b) K 0( km1a) ]
,

k<
m#
h

(10)

其中, km2= | k 2- [ ( m#) / h] 2| (11)

对于 I 区由于包含了轴的自然边界条件, 诺伊曼函数消失, 只

有贝塞尔函数, 即如下所示:

G
I
m( a , a)=

J 1( km1a)

k m1J 0 ( km1a)
, k>

m#
g

I 1( km1a)

k m1I 0 ( km1a) , k>
m#
g

(12)

其中, km1= | k 2- [ ( m#) / g] 2| (13)

有了格林函数后, 就可以代入式 ( 1) 和 ( 2) , 再把 E z 在

cos
m#z#

g
上展开,并以 cos

m#z
g

权函数对式(1)和(2)取内

积, 就可以把两式等起来成为代数方程组.

3 � 用电磁场算子理论求解重入腔的格林函数

� � 为了精确求解如耦合腔系统那类具有非轴对称系统的本

征值问题, 第一步必须解决高次模的求解问题, 应用上面的方
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法来求解非回旋对称的高次模式的场匹配有一定的困难. 本

文中我们将讨论对于TM模的圆柱坐标系统中如何用高阶格

林函数的普遍形式来进行边界场匹配的问题, 求出对于高阶

模式匹配的普遍形式.下面我们可以看到在这一方法中也可

以得到一个类似于式 (10)和( 12) 的函数形式, 但那个函数不

再是H �的格林函数,只有在 �方向为零模时才可以得到与

H�的格林函数相同的形式, 其他情况下很不容易得到 H�的

格林函数形式.在文献[ 9]和[ 10]中已经详细讨论了电磁场算

子理论是怎样来解决复合系统的边界匹配以及如何在边界匹

配的基础上解决直角坐标下三维复合系统的本征值问题, 在

那里本征方程可以表示为:

&
v

Av { &
∃

1

∃2 - k 2∀S
1

F II( ∃, R) ∃ F I( x , R ) | S
1
ds∀S

1

F II( ∃, R#)

∃ F1 ( v , R#) | S
1
ds#+ &

%

1

%2- k2∀S
1

F I( %, R ) ∃ F1( x , R) | S
1

ds∀S
1

F1( %, R#) ∃ F I( v, R#) | S
1
ds#} = 0 (14)

这里 F I 和 F II分别为 I 区和 II区的磁矢量波函数,对于 ∃和%

的级数就是格林函数. 一个完整的本征函数系应该包含 TE

和TM两类模式, 但在考虑回旋对称的情况下, TE 和 TM 模是

独立的. 为了简化起见, 这里只讨论 TM 模, 这时磁矢量波函

数常称为 N 类磁矢量波函数 ,可以表示为:

Fn%=
1
kc
� % &n%( r , �, z ) ẑ (15)

其中 &n%应满足

在域 v 内, � � &
n%+ %2&n%= 0

� � �
在边界 S )上, � &n%= 0

在边界 S ∗上, �
!&n%

!z

(16)

这些公式可以用于 I区和 II区. 其中边界 S 包括所有的导体

边界和匹配边界即 I区和 II区的整个边界, S)为法向与领示

矢量垂直的面即柱面, S ∗为法向与领示矢量平行的面即端

面.现在的方法与以前经典场论中所用方法的差别在于 :不再

把式( 15)中的场表示成欧氏空间中的展开式, 而是把式( 15)

直接代入匹配方程式( 14) ,通过旋量场算子的特性把旋量场

内积的积分变换成相应的标量函数乘积的积分, 直接得到本

征方程组中的矩阵元,矩阵元素的形式与经典场论中对于回

旋对称模式的矩阵元素类似,把其格林函数部分与经典场论

中H&的格林函数比较就可以看出两者的差别.把式(15)中的

N 类磁矢量波函数代入式(14)的积分, 可以得到:

∀S
1

F I
n ( v, R) | S

1
∃ F II

n ( ∃, R ) ds = ∀S
1

I
In1
� % &Inẑ | S

1
∃ I

In2
� %

&IInẑ ds = ∀S
1

1
In1 I n2

!&In
!r

| S
1

!&IIn
!r

ds (17)

In1和 I n2是归一化常数. 以上公式与坐标系统的选择没有关

系,只需其中一个基矢是常矢量就可以应用, 所以同样可以用

到圆柱坐标. 圆柱坐标下对 TM 模积分内的旋量场的完整表

达式应有H �和H r 两项,但是 H r 在匹配边界上的值为零, 所

以最后的标量函数乘积积分中实际上就是本征函数 H �的乘

积和归一化系数. 把式( 17) 代入式 (14) , 就可以得到矩阵元

素, 从而求解本征方程组. 为此直接写出式 (15)在 �方向也

考虑高次模时本征函数系的完整形式:

&In ( r , �, z )= cos n�cos
m#z

g
B I

n ( kmn1 r )

&IIn ( r , �, z )= cos n�cos
m#z

h
B II

n ( kmn2 r )

(18)

这里, B I
n( kmn1r )和 B II

n ( kmn2 r )分别为 I 和 II 区满足第一类齐

次边界条件的 n 阶贝塞尔方程的本征函数. 在具有非回旋对

称的耦合槽时, 耦合腔中的场就要考虑 TM 和 TE 模的组合,

为了简化起见, 这里只考虑TM 模.这相当于我们仍不考虑三

维的情况, 只计算对于TM模的各个独立的高次模式. 这时不

必计算对于 n 的和式, 代入式 (14) , 所有 �方向的函数可以

消去, 但是 r 方向的本征函数中已经包含了贝塞尔函数的阶

数,也就有了 �方向的不同模数. 下面只要把这些结果代入

式(14)的本征方程, 积分式用式( 17) , 再代入式 ( 18) 并略去

cos n�, 所得到的矩阵元素除了能考虑高次模外, 其基模应与

文献[ 3]中的矩阵元一致. 同样可以把矩阵元分成 W ( 1) 和

W( 2)两部分, 下面只写出矩阵元中 I 区与 II区的本征函数乘

积的积分部分:

� W( 2)= &
N#

j = 0
&
M#

m= 1

( 2- ∀01)
g

(2- ∀01#)

g

( 2- ∀0j)
h

∃ 1

k2mn2- [ k2- ( j#/ h) 2 ]∀
g

0
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g zcos

j#
h zdz
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!r
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n ( kmn2 r ) ∃∀

g

0
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1##
g

z#cos j#
h

z#dz# !
!r#B II

n( kmn2r#)#

(19)

这里保留了下标 n, 它只出现在贝塞尔函数的阶数中,实际上

是对每一个高阶模式 n 独立地进行计算. 对于 z 方向的积分

与直角坐标系统中完全一样, 我们关心的只是 r 方向的 n 阶

贝塞尔函数 B II
n ( kmn 2 r )的求和问题, 下面把它用方括号括起

来:
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g
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g
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m= 1

1
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!r

B II
n ( kmn2 r )

!
!r#B II

n ( kmn2 r#)

∃cos 1#
g
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j#
h

z cos
1##
g

z#cos j#
h
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N#

j = 0
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g
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h

zdz∀
g

0
cos

1##
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z#cos j#
h

z#dz#G II
h ( r , r#) (20)

则 � G
II
h( r , r#) = &

M#

m= 1

1

k2mn2- k2-
j#
h

2
!
!r

B
II
n( kmn2 r )

!
!r#B II

n( kmn2r#) (21)

这里 G II
h 就是对于�方向为n 次模式时所对应的H�的格林函

数, 回旋对称情况下的零阶贝塞尔函数取导数成为一阶贝塞

尔函数, 所以这一格林函数的方程式就是上一节中的式 (6) .
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对于高阶模要求 H�的格林函数是非常困难的, 这是因为从

算子理论来看,欧氏空间的射影不一定是纯旋量场, 它并不能

反映电磁波模式的所有性质, 所以我们不再用 H�的格林函

数.从式(21)可以把偏微分移到和式的外面 ,即:

� G
II
h( r , r#) =

!2

!r!r# &
M#

m= 1

1

k
2
mn2- [ k

2
- ( j#/ h)

2
]

B II
n ( kmn2 r )

∃B II
n( kmn2r#) =

!2

!r!r#G II
�( r , r#) (22)

这里的 G II
�是对 &n 中关于 r 的函数来求其格林函数, 亦 n 阶

贝塞尔方程在第一类齐次边界条件下的格林函数. 这一典型

的格林函数问题在各种参考书中都有它的解, 但是要注意的

是矩阵元素中所用的不是 G II
�, 而是 G II

h , G II
h 不是直接求, 而是

求出 G II
�后对 r 和 r#取偏微分得到, 这样就有:

G II
h( r , a)=

J#n( kgr ) Nn ( kgb )- Jn ( kgb )N#n ( kgr )

kg [ J n( kga)N n( kgb) - J n( kgb) Nn ( kga) ]
,

k>
j#
h

I#n( kgr ) Kn ( kgb )- I n ( kgb )K#n ( kgr )

kg [ I n( kga)Kn ( kgb )- In ( kgb )K n( kga) ]
,

k<
j#
h

(23)

其中 kg= | k2- [ ( j#/ h) 2] | . 对于 �方向零模就是和前面

完全相同的结果,对高次模则需保持微分的形式. 从这里看出

电磁场算子理论与经典场论的差别 ,电磁场算子理论在处理

矢量形式的电磁波时,总是在纯旋量场空间内进行, 电磁波在

算子空间的子空间之间的正交性使它总是能进行模式的分

离,分离为单一的 TM 或TE 模式后就可以把矢量问题变换为

标量问题,由标量函数再去表达场在欧氏空间中的射影形式.

经典场论中一般都是直接处理欧氏空间中的场分量, 这一场

分量不是纯旋量场,处理起来需要特别的小心 .

4 � 计算结果和小结

� � 这里的工作是为计算耦合腔系统的传输特性做准备的,

耦合腔系统是非轴对称的周期系统, 它应同时包含TE 和TM

两类模式,在耦合时必须考虑两类模式的高次模, 此外还要考

虑周期系统的特性. TM 模的高次模计算是首先要解决的问

题,限于本文篇幅, 不再进一步讨论那些与非轴对称系统的本

征模求解有关的问题,而只限于 TM 模的探讨和计算.

本征方程组(14)是无限维的, 实际计算中总是将其截断

为有限维方程组.作为一个为典型的例子, 我们对某一腔体的

进行了详细的计算, 腔体的几何尺寸是 g = 7. 958, h =

22. 792, a= 6. 004, b= 42. 29, 在计算中取 N#= 11, ∋ = v= 1, 2

+N, 取不同的 N 值分别计算腔体的谐振频率. 计算结果如

图 2 和图 3所示, 图 2是关于第一个模式的本征值, 图 3 是关

于第二个模式的本征值 ,可以看出本征值随着 N 的增加迅速

地收敛. 其中对第一个模式有冷测值对比, 当取 N= 11 时, 误

差仅为 0. 17% , 即使取 N= 5, 误差也只有 0. 25% , 这说明只

需要取前面几个本征函数展开项就可以达到较高的精度. 这

在本征向量的计算值中也得到体现, 在表 1 中列出了这两个

模式各自的本征向量计算值.

表 1� 典型腔体的本征向量计算值

第一个模式的本征向量 第二个模式的本征向量

A0 - 0. 8887 - 0. 8390

A1 0. 2619 0. 3262

A2 - 0. 1698 - 0. 2017

A3 0. 1380 0. 1609

A4 - 0. 1271 - 0. 1462

A5 0. 1592 0. 1797

A6 - 0. 1313 - 0. 1507

A7 0. 1069 0. 1232

A8 - 0. 0909 - 0. 1050

A9 0. 0794 0. 0918

A10 - 0. 0705 - 0. 0817

A11 0. 0636 0. 0736

� � 对几种不同结构尺寸的重入腔进行了计算, 计算值和冷

测值[ 11]同样符合得很好. 结果见表 2所示:

由于第二个模式不易找到可以与之比较的现成结果. 所

以计算了本征值与重入腔隙缝高度 g 的变化关系. 腔体的结

构尺寸为: h= 22. 792, a= 6. 004, b= 42. 29, g 从 7. 958增大到

2 1. 958过程中最开始的两个模式 (分别对应于TM010模和

� � � � � 表 2 � 对几种不同尺寸的重入腔本文计算的谐振频率和实验测量结果的比较

h ( mm) g ( mm ) a( mm) b( mm) f ( GHz ,本文计算) f ( GHz,实验测量)

22. 792 7. 958 6. 004 42. 29 2. 1313 2. 135

34. 826 8. 028 5. 992 13. 80 2. 3349 2. 326

31. 806 7. 984 5. 9935 20. 99 2. 2842 2. 280

28. 019 7. 999 5. 999 29. 988 2. 2276 2. 2264

31. 806 7. 980 3. 495 20. 99 2. 4030 2. 394
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TM020模)的本征值变化结果如图 4 所示, 当 g , h 时,重入腔

最开始的两个本征值 k1 和 k2 恰好分别平滑地趋于规则的外

圆柱腔体的TM010 模的本征值 0. 0569和TM020 模的本征值0.

1305,在这里图中横轴用 g / h,纵轴用 kb .

本文用算子理论求解了高次模的格林函数, 这一格林函

数对于零模与经典场论完全一致, 文中也给出了高次模的格

林函数、边界匹配方法和本征值的计算,这些工作为非轴对称

耦合腔系统的计算准备了必要的条件. 由于耦合腔系统是非

轴对称的周期系统,它应同时包含 TE和 TM 两类模式. 在耦合

时必须同时考虑两类模式的高次模, 这正是后面工作要进一

步研究的.
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